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Définition d'un vecteur

ini

Un vecteur est la donnée d'un sens, d'une dirction et d'une
longueur, que nous appelons norme.

Définition d'un vecteur

inition
Un vecteur est la donnée d'un sens, d'une dirction et d'une
longueur, que nous appelons norme.

Remarque
Un vecteur est représenté par une fléche.

Définition d'un vecteur

Définition
Un vecteur est la donnée d'un sens, d'une direction et d'une
longueur, que nous appelons norme,

Un vecteur st représenté par une fléche.

Terminolo

Le vecteur qui n'a ni sens, i direction et norme 0 est appelé
vecteur nul et est noté 0

Egalité entre deux vecteurs

marqu
Deux vecteurs sont égaux i, et seulement si ils possédent le méme.
sens, la méme direction et des normes égales.

ecteur entre deux points

inition
Soient A et 5 deu points dans e plan

Le vecteur AB est le segment orente de A vers B représentant la
translation envoyant A sur B.

Coordonnées d'un vecteur entre deux points

A partir de la définition d'un vecteur entre deux points, nous
pouvons définir les coordonnées d'un vecteur AB
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Coordonnées d'un vecteur entre deux points

A partir de Ia définition d'un vecteur entre deux points, nous
pouvons définir les coordonnées d'un vecteur AB

Si A= (x4,y4) et B = (x5, y5) sont deux points du plan, alors le
vecteur AB posséde les coordonnées suivantes.

()
P

Pour tout triplet de points A, B et C

7B+ BC=AC

Relation de Chasles

En effet

mat- (20 (o)

e e,

Relation de Chasles

Eneffet

At (o) (3730)

Relation de Chasles

En effet

r_ﬁi(ngu)_(xtfxn)
ve-ya) “\ve s,

ecteurs algébrique:

qu
Dorénavant, nous adopterons la convention suivante
Etant donné V/ = (v, vz) € B2, nous definissons

-(3)

Opérations sur les vecteurs

Soient i et ¥ deu vecteurs du plan et \ € R
 Somme de vecteurs :

Solent i et ¥ deux vecteurs du plan et A € R}

o Somme de vecteurs

o Multiplication par un réel :

Sy AT R

AV est le vecteur qui a la méme direction que V, qui a le méme sens
ue v si A > 0 et e sens opposé si A < 0, et dont la norme est

égale & | A| fois la norme de 7.
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Opérations en termes de coordonnées

soent 7= (1), (:) deux vecteurs et A € R

Opérations en termes de coordonnées

Soient 7= (n,).
v

 Somme de vecteurs : 7+

(12) dowevcters w1 e

w
v,
"+ w
Bt

Opérations en termes de coordonnées

soent = (1), 7= (1) dewevecteus et A e &
w, w,
o Somme do vecteurs -+ (11 1)
)

 Multiplication par un réel : A7

Opposé d'un vecteur

nition
Soit ¥ un vecteur du plan.
Lopposeé du vecteur ¥ est le vecteur (~1)7, noté —7.

-y
s

Combinaison linéaire

A partir des opérations de somme de vecteurs et de multiplication
par un réel, nous pouvons definir

ombinaison linéaire

A partir des opérations de somme de vecteurs et de multiplication
par un réel, nous pouvns définir

inition
Soient 7 et ¥ deux vecteurs de B2

n lingaire de 7 et 7 est un vecteur de la forme
NG+ 7, avec A, € R

Colinéarite

Deux vecteurs i et ¥ du plan sont colinéaires s'l existe € R tel
que V= aii.

Colinéarité

inition
Deux vecteurs i et ¥ du plan sont colinéaires s'l existe o <  tel
que 7= o

Rema

Il decoule de la definition qu'un vecteur ¥ et ses multiples AV sont
colingaies.

que

Propriétés algébriques

Soient . trois vecteurs du plan et \.ji € .
007=0eta0=T7
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Proprietés algébriques

Soient , 7, trois vecteurs du plan et A, ju € .
©0i=0etA0 =7
0 itV

Propriétés algébriques

P
Soient v, trois vecteurs du plan et A, & .
©0i=0etAT=T7

0 i47=vii

O (7+9) +W=i+(7+7)

Propriétés algebriques

Soient 7,7, trois vecteurs du plan et A, 1 € B.
0 07=0etAT=T7

Qiti=vtd

O (7+7)+W=d+(V+7)

0 T+a
0 i+(-0=1

Proprietés algébriques

O M@+ 7) = A+ AV

Propriétés algebriques

Soent i, 7. trois vecteurs du plan et 1 € .
©0i=0etAT =T

O (F+7)+W=i+(7+W)

0 T+i=

0 i+(-0=1

0 A(@+7)= AT+ AT
© (A+ )7 = A7 +p7

0 A7) = ()7

0 Mi+7) =i+ A7
© (A+ )7 =N+ ¥

© A(ui) = (M7
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Norme d'un vecteur

Une norme sur B? est une application ||- || : R? — R, satisfaisant,
pour tous 7,V € R? et A\ € R
0 |7]|=0 <= ¥=T &

© (13711 = |A1117] +

o ||7+7|1< |l +1| 71l & lrvg)g 1ol +[4)

Terminologie

La troisiéme propriété se nomme linégalité triangulaire.

Norme d'un vecteur

rqu
Notre choix de norme sera

191 = ¥+

Exemple

|- Ve

Exemple

Exemple

G- vecor 2y

Produit scalaire

1) deux vecteurs.
2, v
Le produit scalaire de i et ¥ est donné par

=t mne R

Produit scalaire

- ") deu vecteurs.

Soient 7=
n
Le produit scalaire de i et ¥ est donné par

(@7

= mvi + vy

Remarque

Nous laisserons tomber la notation i - 7, au profit de la notation

RN

Exemple
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Exemple

((9‘)‘(?))2( 1)-(<6)47-(-3)

=-15

Propriétés du produit scalaire

Soient i, 7, trois vecteurs et o € .

0 (@7 =17I* &

Propriétés du produit scalaire

Soient .7, trois vecteurs et a € R.
o (717) =1I17IP
© Le produit scalaire est bilinéaire

. (L

s du produit scalaire

Solent i, 7, trois vecteurs et o € .

o @7y =7|?

© Le produit scalaire est bilinéaire
o {49 1@) = (@1) + (71)
o {1222) = (#17) + (#17)

Propriétés du produit scalaire

Prop INNEE
Sont 8,9, ok vcieus et €. NS -wp
o (717 =1I17IF
© Le prodit scalaie est bilinaire

R

P R AR R fvid
. = V= | ve
Une autre formulation du produit scalaire V= (e

RN = Uavq > UaVo

=
Soient d, 7 deux vecteurs et 0 [0, ] Iangle entre d et 7.
Alors

(@l

11171] cos.

Utilite du produit scalaire : orthogonalité

Deux vecteurs non-nuls et ¥ sont orthogonaux si I'angle entre i
et ¥ est un angle droit, ce qui est noté @ L 7.

Utilite du produit scalaire ; orthogonalite

Définition
Deux vecteurs non-nuls et ¥ sont orthogonaux si I'angle entre i
et 7 est un angle droit, ce qui est noté i . 7.

LV avec d et ¥ non-nuls <= (i|V) =0

Utilité du produit scalaire : orthogonalité

Deux vecteurs non-nuls @ et 7 sont orthogonaux si langle entre & &R0 (1% 11 1Gl-e» (6)
ot 7Ly

7 est un angle drot, ce qui est noté & L 7.

Proposition

L7 avec § et ¥ non-nl (a17) =
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Utilité du produit scalaire : la mesure d'un angle

ient deux vecteurs non-nuls i et ¥, et notons § I'angle entre i et
7. Alors

w +
cosf = At 22
& e

Utilité du produit scalaire : la mesure d’un angle

gaf;r;::eux vecteurs non-nuls i et ¥, et notons  Iangle entre i et o ‘\7> = UgVa UV
wnt L
= (R [ (8 [fe (K=l
En effet, par le Théoréme précédent T FITS

19) RN
Vava Mg Vz

- Wy

Nous concluons en utlisant Ia défintion du produit scalare. = 8=

Utilité du produit scalaire : la mesure d'un angle

7. Alors

Nous concluons en utiisant la définition du produit scalaire

Il nous est ainsi possible de déterminer la mesure de I'angle 6.

Utilite du produit scalaire : projection orthogonale

Soient i et ¥ deux vecteurs non-nuls.
La projection orthogonale de & sur ¥ est le vecteur

Utilte du produit scalaire : projection orthogonale

Pro
Soient d et ¥ deux vecteurs non-nuls
La projection orthogonale du vecteur i sur le vecteur ¥ est donnée

sit

Utilité du produit scalaire : projection orthogonale P“j(}lﬁ)

En effet, nous pouvons poser projy(i) = A7 En exploitant et
proje(s) L _.l( o Tous dedisans ue )

b = Theoréme
r0jo(d) L - & P (projo(a) [# - ) — =
Projo(@) L 5 projo(a) | [

Utilite du produit scalaire : projection orthogonale

En effet, nous pouvons poser projy(@) = AV. En exploitant
Projg{) L ¥~ i, nous déduisons que

Thiorime

projg(@) ',"‘”"'?/V}\. =0
s L’li!l‘; AP @) =0 .
Y= T NS + QI D=0

j1% <o

N WUR> _RITY

¢ -3 S &
Ty R
> Py = RV

Utilite du produit scalaire : projection orthogonale

En effet, nous pouvons poser projg(i) = V. En exploitant
7 4, nous deduisons que

proiod) 1 v
. Thoréme ‘)\?

proj(i) L v — i {projo{()|v — &) =0 v

Utilite du produit scalaire : projection orthogonale

En effet, nous pouvons poser projy{ii) = AV. En exploitant.
proje(d) L ¥ — G, nous deduisons que
projo(8) L 7 — & " (proi() 7 - 7)
PN (3717 - ) =0
PR )\ (717} - (7]d) =0
(@)9)
e
1717

En st
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Utilte du produit scalaire : projection orthogonale

En effet, nous pouvons poser proj;(@) = A¥. En exploitant
projg{) L ¥~ i, nous déduisons que

proiy(@) L7

Etant donné deux vecteurs non-nuls @ et ¥, montrer que
@) =0 = 7L,

Exercice

Etant donné deux vecteurs non-nuls @ et ¥, calculer || projg(@) |

Considerans 7= (1) et 7= (©). Sont-ts orthoganaux? i la

réponse est non, calculer angle § entre eux:
Oz
Calculer fes coordonnées et fa norme du projeté orthogonal de

(e

1 0

Correction |

Les principes

Définition
Une équation vectorielle est une équation o Iinconnue est un
vecteur.

MH“’/J)
e 2vd\££{4=5u~(4)
@ 2v ::Gsu -/,
@ vV :/J)/»/é))%
© ()& -1y

1y _ 2
e

(o (£)) o

L'équation vectorielle d'une droite

tion
iroite d passant par le point A et B est l'ensemble de tous les
points P tels que les vecteurs AB et AP sont colinéajres

~iab

L'équation vectorielle d'une droite

I suit done que les points P sur la droite d satisfont I'équation
vectorielle suivante, pour un parametre € R donne

AP=)AB < OB=0A+)\ZB
o La droite est Iensemble de toutes les solutions de I'equation
(1) , ot w e B2 est Tinconnue
w=atav )

o v est appelé Je vecteur directeur de  droite d et 2 est le
vecteur position

Considérons la droite d passant par (0,3) et (4, 12). Trouver tous
les points contenus dans cette droite revient 3 résoudre I'équation

I est danc possible de tester si un point donné est dans la draite il
sufit de trouver un A pour lequel I'équation est satisfate.

o satw = (
pour A =1

4 e
© ) Il st sur la droite car il satisait Iquation
5

12
nous devons résoudre le systeme

(2)=(5)() = {n =33

— {3

o Soit w = Pour trouver \ € I qui satisait I'équation,

A2 = lesysteme n'a pas de solutions
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E¢arcice 2

Formuler les équations vectorielles et résoudre les problémes

suivants Considérons v € R un vecteur dircteur de a crte d passan par
© St d une droite passant par (0.2) et (2.4) (0.3.1) et (1,4,1). Quel objt geometrique est decrit par équation
o Trouver un vectew dectSar de cet —
P e e v e - 7
oy ()0 [ el e (3)4
. :
© Trouver 'ensemble des vecteurs perpendiculaies 4 ( ) —
7 et quell et sa elation avec a drote d 7 G i o ol

© Trouver 'intersection entre la droite passant par (3,3) et (0,0)
et la droite perpendiculaire 4 celle-ci passant par (5, 1)

I
all = A+ ('3/!)

£ ()

X (é
S >

wi () @ i) o

uf(;) & ((k’/ (g)) e 2. -f;"i:owg:.Zy

A A (L 2

Support de révision - >

Figure - Geometrie vectoriclle, 3éme année du collége

Une fonction linéaice-£< B2 —» R? satisfait deux propriétés
© v+ wi= (V) + (W) Vv, w e R
0T = M(V).VAER.v €RZ

N

4' X'HXZ/ (o) =a% 14)-47

(@) = (atie), 3:(5) )
/ﬁ); 1) - a74_§}

Déinition

Une fonction lincaire £ - B2 -+ 2 satisfait deu proprictés
© F(v+w) = F(v) + F(w), v, w e B2 (0) = A (‘9 \/) = O (u) Elle)
© F(AW) = M(v), YA€ R,y € B2

Remaraue

Cette definiton implique directement que Image de (0.0) par une

fonction linéaie est toujours (0,0)

#(0) = F(0-v) =0-F(v) =0

() (&)

Y

Exemple 1

ly B

2 j(m),. J(,)J/m Prons vy € ) 4 el
= [2v, 1,

Verifions que la fonction suivante est linéaire - Pl 6' (U) T / “, 'L)

R SR

N E o =i
5(1/(0«) =T ( Z'M’) l(v”'““”“)
4 (

(FZ,) RESRCERRLLnyt

Exemple 1

Soit v = (a1, br) et 0= (a2, b2). A ER
© (vt w)=F(v) +F(w)

ea = o((212))

_ (z 1h+bz)’(ix+=2’)
(b +b2) (a1 + 22)

- () (L)

= f(v)+ (W)
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Exemple 1

0 f(A) = M(v)

e = o((33))

Pour montrer qu'une fonction n'est pas linéaire, il sufit de montrer

qu'une des deux conditions n'est pas verifice.

lol f o

0 -@
Montrons que la deuxiéme condition n'est pas satisfaite
sa=s () (1)
o= (ii:) 7/\<ax;bx> _ (/\a

Motivation

Lidée derriére cette définition est de garder une certaine structure
dans I'image. En effet, la somme de deu vecteurs dans I'image
reste aussi dans I'image, et de méme pour le produit par un
scalaie.

Ceci n'est pas toujours le cas pour des fonctions non-linéaires

Exempl
Prenons ( Y (1Y ) Nous voyons que (1,1) et dans
I'image de f, mais (2,2) ne 'est pas. Et donc f(R?) n'a pas la
structure présentée plus haut pour B?.

La symétrie par I'axe des abs

Considérons o, la symétrie par I'axe des abscisses. Trouvons
formule de cette fonction

.

La symétrie par I'axe des abscisses

Considérons o, la symétrie par I'axe des abscisses. Trouvons la
formule de cette foncti

o Par définition, la symétrie d'un point sur I'axe de symétie est
le point lui-méme

—((3))-(3)

La symétrie par I'axe des abscisses

Considérons o la symétie par I'axe des abscisses. Trouvons la
formule de cette fonction

o Par défiition, s symétrie d'un point sur I'axe de symétrie est
le point lui-méme

==((e)-() A

o La symetrie inverse le sens des vecteurs sur I'axe des

ordonnées B ”((i)) :7(?)

La symétrie par |'axe des abscisses

La symétrie par I'axe des abs

©0)

ax()

La symétrie par I'axe des abscisses

<

v )
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-
o(v)
AT ”
N
oulu)

De plus, la symeétrie est linéaire (nous pouvons utilser e theoréme
de Thales pour s'en convaincre). Nous avons donc.

+((3)) = =(G)=(2)

La symétrie par |'axe des abscisses

De plus, la symétrie est inéaire (nous pouvons utilser le théoréme
de Thalés pour s'en convaincre). Nous avons donc

~((2)) = =(()(2))
= o (:(6))+=((2)

De plus, la symeétrie est linaire (nous pouvons utilser e theoréme
de Thalés pour s'en convaincre). Nous avons donc.

() - ()

La symétrie par I'axe des abscisses

De plus, Ia symétrie est linéaire (nous pouvons utilser le thsréme
de Thales pour s'en convaincre). Nous avons donc

“((3) - 6(3) ()
= ol 4) (o

L'importance de la base

Nous remarquons qu'une fonction linéaire est complétement
déterminée par son comportement sur la base choisie. Nous
pouvons utiiser cette propriété pour associer a chaque fonction
lineaire une matrice.

La matrice associée a une fonction linéaire

v L
Considérons e, = (1,0) et & = (0.1) et £ une fonction linéaire.
Soient f(e1) et f(e) les images de e et e par f.
Soit v = (2,b) = ae + bex. Nous avons alors
— 20
£v) = Faer + bex) = a- Fler) + b Fler) = (Fle)lF(e)
o \A—Al/é)b ( £ )( 9 )
B - - (38),
-

Soit f une fonction linéaire et B = {e1, &2) une base. La matrice
associée 3 f est My = (f(e)f(e2)

d, nt - Ja_h[j)

La symétrie par I'axe des

Nous avons alors que la matrice associce 4 la symetrie par rapport &
Faxe des abscisses est

M«-:(z i) \

—

o= (ag_(i)/o;(e,) :(é;a)
~—N

Rotation

De la méme maniére, nous pouvons établir la formule de po, la
rotation dangle o, en étudiant son comportement sur la base de 2
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Rotation

De la méme maniére, nous pouvons établi la formule de p,. la
rotation d'angle a, en étudiant son comportement sur la base de R

Rotation

De la méme maniére, nous pouvons établir la formule de po, la
rotation dangle o, en étudiant son comportement sur la base de 2

Rotation

De la méme maniére, nous pouvons établir la formule de p,. la
rotation d'angle o, en étudiant son comportement sur la base de B2

Rotation

De la méme maniere, nous pouvons établir la formule de p, la
rotation d'angle a. en etudiant son comportement sur la base de B2

Rotation

De la méme maniére, nous pouvons établi la formule de p,. la
rotation d'angle a, en étudiant son comportement sur la base de R

Rotation

Nous avons donc que la matrice de rotation d'angle a est
cos(a) —sin(a)

sinfa)  cos(a)

m

el el

= M, =

L’homothétie

Une homothétie de cente (0,0) est a transformation finéaire qui
agrandit ou reduit une figure selon un rapport k € R par rapport au

T e

Exercice 1

Determiner si les fonctions suivantes sont linéaires et, si cela est le
cas, trouver les matrices correspondantes

© id:R? - R2,x -+ x, la fonction identité.

© T, :B? B2, x— x+ v, la translation de vecteur v

o rww ()
g ()
!

@ d(ua/;dﬂ/:/(w/
@ fol-4g

e ) 3

M&:Mm&):(

© Montrer que 7 la projection orthogonale sur I'axe des
abscisses est une fonction linéaire et trouver la matrice

associte 4 cette transformation.

Ao, (7 c)

J2
S
V@) %z (9 °
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/ T r\u{) +,) ) RN} - » £
\ w 0,0) o) X / J =2 §
" | WAL = (3)ers)
© 5, pud At
o, () (2] 24z) - 120
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