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@ Introduction

Calcul différentiel 2: Primitives

Nous mettons directement la notion de primitive avec celle de
dérivée, sans motiver ici leur lien.

Une fonction F' est dite primitive d'une fonction f sur un intervalle
1, si et seulement si F'(z) = f(x),Vz € I. On écrit
[ f(z)ds = F(z)

Soit f(z) = 322. Alors

® F(z) = 2? est une primitive de f sur R, car (2°)" = 322.
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s notions

Nous mettons directement la notion de primitive avec celle de
dérivée, sans motiver ici leur lien.

Une fonction F' est dite primitive d'une fonction f sur un intervalle
1, si et seulement si F'(z) = f(x),Vz € I. On écrit

[ f(z)dz = F(z)

Exemples
Soit f(z) = 322. Alors
® F(z) = 2? est une primitive de f sur R, car (2°)" = 322.

® F(z) = 2%+ 1 est une primitive de f sur R, car
(23 + 1) = 322,
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Relation e

Thé
Soit f : I — IR une fonction continue, et soient F et G deux
primitives de f. Alors on a F(z) = G(z) + ¢,Va € I, ol ¢ est une
constante.

me
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Relation entre toutes les primitives

Théoreme

Soit f : I — IR une fonction continue, et soient F' et G deux
primitives de f. Alors on a F(z) = G(x) + ¢,V& € I, ol ¢ est une
constante.

Donc si F(z) = 2* est une primitive de f, G(z) + cestla

famille de toutes les primitives de f.

Calcul différentiel 2: Primitives

@ c est une primitive de 0.

Icul différenti
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

@ 1 est une primitive de 1.

Introduction

Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

@ 1 est une primitive de 1.
1

ot Lo
©® ~-_— est une primitive de z™.

n+1

Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

@® = est une primitive de 1.
1

ot -
(3] "7},+| est une primitive de z".

@ \/ est une primitive de

Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

@ 1 est une primitive de 1.
1

n+1

@ \/z est une primitive de

© 2 est une primitive de —

1

2V

2z
1

3.
o

(3] 2 est une primitive de z™.
, \
v

= = X AN -
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

@ 1 est une primitive de 1.
(3] ‘ntl' est une primitive de z".
© /7 est une primitive de 2\%

© 1 est une primitive de —

@ — cos(x) est une primitive de sin.

Calcul différentiel 2: Primiti

Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
@® 1z est une primitive de 1.

gl Lo
© 7 est une primitive de z".

T 1
@ /7 est une primitive de N
© 1 est une primitive de —25.

@ — cos(z) est une primitive de sin.

@ sin(z) est une primitive de cos(z).

Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
@® = est une primitive de 1.
(3] % est une primitive de z".

@ /7 est une primitive de

[5) % est une primitive de —

@ —cos(x) est une primitive de sin.

@ sin(z) est une primitive de cos(z).
@ tan(z) est une primitive de 1 + tan?(z).

Calcul différentiel 2: Primitives

Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui
admettent des primitives sur [a; b]. Alors

@ [kf(z)de =k [ f(z)dz, Vk € R

Ex: [3a?de =3 [a?de =35 =
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Propriétés des primitives

Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui
admettent des primitives sur [a; b]. Alors
@ [kf(z)de =k [ f(z)dz, Vk € R
Ex: [ 322de =3 [ o?de = 3% = a®.
@ [(f(z)+ g(z)) "f(z)dz + [ g(z)da
Ex: [(2%+4a)de = [2?do+ [dads = *

3

L 44Z =2 1222,
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Propriétés des primitives

(- e ()= e

1! 1
Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui @x ) = 'mex
admettent des primitives sur [a; b]. Alors ) | x 2
@ [ kf(x)ds =k [ f(z)dz, Yk € R C exp( )= txP(x’“\ ™K =~ e -2
Ex: [322de =3 [ o%de = 3% = o

@ [(f(z)+ g(x)

) "f(z)dz + [ g(z)da
Ex: [(a%+4z)do
) .

f.’I,'z(l.’I,' + [dadr = %
f(z)dz — [ g(z)dz

® [(f(z) - g(x)) ‘ ‘
Ex: [(§—e")de = [5do— [e"du= %’72 — e’ = ’72 — €.

Calcul différentiel 2: Primitives

O [ (¢ (f(2)[(z)dz = g(f(z)), puisque
(9(f(2))) = ¢'(f(2))f'(z) — Regle de la chaine.
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Propriétés des primitives

© ot = Dt Rt ceto o 4

g(f(2))) = ¢'(f(x))f'(z) — Reégle de la chaine. \ 1

Ex: L R XIS R R 22
. @) < L(EEDT) = ) ax

o [(2? —3)'2adz = (')%)” ~> ( S

- & 5)“- 2
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Propriétés des primitives

0@ [(d(f(2))f (z)dx = g(f(x)), puisque
(9(f(z))) = ¢ (f(2))f'(z) — Regle de la chaine.
e

! 2 .\
M) A AE(x=R) N 2x
({ T ) e ’

./
Ao ax = (=) x

Propriétés des primitives

0@ [(d(f(2))f (z)dx = g(f(x)), puisque
(9(f(z))) = ¢ (f(2))f'(z) — Regle de la chaine.
e

(?=3)°

"
@sm(xf) )‘ ;g(os(xr) ext 2 cestx ) 1

Lo T) et =l t)axt
=

Exercice

R
Exercice : Trouver les primitives suivantes. (1 _
2 — X (o X (v - X
0 [(a* — cos(z))ds = ‘z; ,t,l\'\(\() +C 7/) I ne G{X~‘IT]& dx = Te +¢ .
o )
Ojrrc(rl.z, . %\ 5(){04/)(*___’*,,(?)(*)1;% +2§.L Fooodb X
o [ (Tioet)a — A
= £ +C
0 A S-)o()( ?2:/1‘%
S(,( SRR
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@ Méthodes pour le calcul de primitive

Calcul différentiel 2: Primitives

Méthodes pour déterminer une primitive

@ S'agit-il d'une primitive élémentaire?
Exemple: fﬁd;t =

Calcul différentiel 2: Primitives

e calcul de primitive

Méthodes pour déterminer une primitive

© S'agit-il d'une primitive élémentaire?

Exemple: [ z\%d”" = /&

@ Peut-on utiliser les propriétés des primitives?
Exemples:

e J(

[ 32%de — [2de =3 [2?de —2 [ 1dw =

z))(—sin(z))dz =

Université de Genéve

Méthodes pour détermi ne primitive

@ S'agit-il d'une primitive élémentaire?
RO R
Exemple: [ 70z dz = V/z.
@ Peut-on utiliser les propriétés des primitives?
Exemples:

° f(3a?

do — [2dz =3 [2%de -2 [1dv =
£))(—sin(z))dz =

@ Peut-on récrire f(z) pour simplifier le calcul?
Exemple: f"’f;?dl-:f .

-
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Méthodes pour déterminer une primitive: Par parties

@ Lorsque nous avons affaire & une primitive qui contient un
produit de deux fonctions et que les méthodes précédentes ne
fonctionnent pas, nous pouvons utiliser le théoréme suivant:

Théoreme
l !

Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a; b], telles que f’ et ¢
soient continues sur [a; b]. Alors

Université de G
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Méthodes pour le calcul de primitive

Méthodes pour déterminer une primitive: Par parties

Exemples

Calculons J xsin(z)dz. On choisit de poser f/(z) = sin(z) et

\ =z, et |'on obtient f(z) = —cos(z) et ¢'(z) =1, d’ou
/ zsin(z)dz = — cos(z)z — / (—cos(z))dz

= —zcos(x) + /(:os.( r)de = —z cos(z) + sin(xz)

On vérifie bien que (—zcos(z) + sin(z)) = zsin(z).
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I de primitive

Méthodes pour déterminer une primitive: Par parties

Remarque

® La difficulté consiste a faire le bon choix pour décider qui joue
le réle de f'(z) et de g(z) dans le produit, le but étant
d'aboutir a un calcul de primitive plus simple.

® || est parfois nécessaire de procéder a plusieurs intégrations
par parties successives.

2 [ xePalx g(x\ e ~ )= g
g0 = X ~\ﬁ(x\= 2

Par parties : exercices

X(x\ =x o~ fl) = LZ I

® Exercice 1 : Tenter la méthode par parties pour trouver une (x) =§’\\|\\K) ~> co‘(x) = cf,g(x)
primitive de zsin(z), en posant cette fois-ci g(z) = sin(z) et ﬂ
f'(z) = z. Ce choix est-il plus optimal que celui de I'exemple U

précédent 7
® Exercice 2 : Déterminer, en utilisant la méthode par parties, 2 _ 2}
S’( snbdx = X sinx| X ceale\of -

les primitives de la fonction ze3*

z x2cabdolx

Rappel : La méthode par parties consiste a trouver une primitive
> sinlx) ~

d'un produit de deux fonctions. On choisit un facteur comme - Z‘_T
étant g() et I'autre comme f’(z). Puis appliquer la formule

[1@@is = f@a@ - [ (@) @)as
v Cdoder X olx K2 e _ 2 [ &Fx dy
Le choix de f/(z) et g(x) est crucial, car le but est de simplifier le %’ O E X j k= = T3 .
X ? X

calcul, en choisissant de sorte que [ f(z)g'(z)dz soit simple.

()= é’x ~ ‘& _é-

Université de Ge
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7 le calcul de primitive
Méthodes pour déterminer une primitive: Par substitution ax
= e"(xz,%(ﬂx-j = ""7{7
= >
@ L'intégration par substitution découle de la régle de la dérivée
de la composée de deux fonctions. Soit G une primitive de g. _ Cg)()(2~ l)(Q‘x‘_ %ﬂ‘;( ﬁf ) . CZXXZ_ 2)(6“; 2 X
3 3 R E 3 E

(GU @) = g @) () G- g
[ stranr @i = G
t-= é&)

Xf(m)))(z)dx: E@dtou(tf 5
st o e g7
cl'L

=t =dt
| 1

On peut donc retenir la liste des substitutions a effectuer:
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J ”%’L_d—l" ;;lc 7@“@% N v,"!ﬁ _ f//% )

On peut donc retenir la liste des substitutions a effectuer: dx

f@)=t, f(a)dw=dt I

4

dx

Méthodes pour déterminer une primitive: Par substitution

[ sin(z) cos(x)dz par substitution: — .
On se rend compte que t = Sin (’7( )
g(z) = 2%, f(z) =sin(z), [f(z) = cos(z) ol ‘: = (oS ('X)A L

sin(z) = ¢, cos(z)dz = dt, t=sin(z)

On substitue donc S,ni[x) C@é(x)c/x :Ié lp/é
t%

/SillQ(.’IZ) cos(z)dz = /tzllf, = %ta +c= %sin‘l(m) +ec = L 4+ C
3
Cacl et 2 Primives ——— = 5}3(9 +C

| *) " dx =fc93(t')J{’= sn(t) +¢
JF = Sin(@x)-f'c

m)
X

B
8

=
o

® Exercice 1 : Trouver une primitive de cos(e®)e”. t

e Exercice 2 : Trouver toutes les primitives de % E b'S 5 Jb _ C%CI%

€

Rappel : La méthode par subsitution consiste a trouver une prim-

nigt ! o . =dt

i e (e &b B (e g @). 1 egit o I o — 1) =

;;VIea c::;e,orr]:aliznda:s Ia’azl:esgns. III faut:mdoncs:agl e ExX I f CJ% = f __0/6 = /& (l {"l’&,l +C
Gin(x) t+L

o |dentifier qui est g(z), f(z) et f'(z).
® Puis, poser f(z) = t et ainsi f'(z)dz = dt. On se retrouve e

donc a chercher une primitive de g(t). k = »fe/n (l ﬁn(rx) -(—2 ]) + C/
© Finalement, on remplace tous les ¢ par f(z) et le tour est S

joué. b" SM(%) = A'{T = CQS&)J%

Calcul différentiel 2: Primitives

ation géométrique

© Interprétation géométrique

Université
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Interprétation géométrique

Soient la courbe C' d'équation y = f(z), ot f(z) > 0 pour tout z,
et xp une constante fixée. Alors, I'aire A(x) délimitée par la courbe
(', I'axe des abscisses et les droites verticales passant par 1y et x
est une fonction de paramétre x qui est une primitive de f(z),
c'est-a-dire A'(z) = f(z)
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Exemple de I'interprétation géométrique

Considérons la fonction f(x)

O Exercices

Exercices

Exercice : Trouver les primitives suivantes.

(1) flu z)dx

T
© [a%¢” s
O [ e cos(z)dx

@ Questionnaires

= 2z sur Ry. Soit 7y = 0. Dans cet

exemple, la fonction A est donnée par A(z) = 2. On remarque
ainsi bien que A’(z) = f(z) sur Ry.

% @n(x) —
xdn(a) — x +C

) jMJ%:j%Jf -
b= dafy) > de= A

e f@ j@fo‘f = Lot

tza® =5 db= 327 de

x4
O [ hbidn= [1ha) b

2 n(2) - fx 4
1dr

@ J?’LCOJS'(X) do

Sondage Wooclap
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i
desioament
LQAYQY

= 9 e%ca)(x)doa: e%(ceo(x)—fﬁm(x))
,g (ceo (x)*/)iﬂ(x))

fef‘cg)(%)ém

,—@ + C

10% * n d
e (m)*f% sufx)d.
&%CoS(z) + % sn(x) /je*wa(u)d%



‘Questionnaires
Sondage Wooclap

P Y — cou
o dévénement

Entrez e cod dévinement dans L QAY QY

Le bandeau supérieur

Calcul différentiel 2: Primitives

Evaluation de la séance

Calcul différentiel 2: Primitives
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