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Introduction
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Premiéres notions

Nous mettons directement la notion de primitive avec celle de
dérivée, sans motiver ici leur lien.

Définition

Une fonction F' est dite primitive d'une fonction f sur un intervalle
I, si et seulement si F'(z) = f(z),Vz € I. On écrit

[ f(z)dz = F(z)
Exemples

Soit f(z) = 3z%. Alors
® F(z) = z® est une primitive de f sur R, car (23)" = 322
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Premiéres notions

Nous mettons directement la notion de primitive avec celle de
dérivée, sans motiver ici leur lien.

Définition

Une fonction F' est dite primitive d'une fonction f sur un intervalle
I, si et seulement si F'(z) = f(z),Vz € I. On écrit

[ f(z)dz = F(z)
Exemples

Soit f(z) = 3z%. Alors
® F(z) = z® est une primitive de f sur R, car (23)" = 322

® F(r) = 23+ 1 est une primitive de f sur R, car
(z3 +1) = 322
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Relation entre toutes les primitives

Théoreme

Soit f : I — R une fonction continue, et soient F' et G deux
primitives de f. Alors on a F(z) = G(z) + ¢,Vz € I, ou ¢ est une
constante.
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Relation entre toutes les primitives

Théoreme

Soit f : I — R une fonction continue, et soient F' et G deux

primitives de f. Alors on a F(z) = G(z) + ¢,Vz € I, ou ¢ est une
constante.

Donc si F(x) = 23 est une primitive de f, G(z) = 23 + c est |a
famille de toutes les primitives de f.
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

® 1z est une primitive de 1.
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

® 1z est une primitive de 1.

n+1 . e
® 1 est une primitive de z".
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.

® 1z est une primitive de 1.
InJrl

© 7 est une primitive de z".
. .. 1
@ ./ est une primitive de 5/
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
® 1z est une primitive de 1.
(3] fLH est une primitive de z"
@ ./ est une primitive de

7'
@ 2 est une primitive de %
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
® 1z est une primitive de 1.
(3] fLH est une primitive de z"
@ ./ est une primitive de

7
@ 2 est une primitive de %

@ — cos(z) est une primitive de sin.
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
® 1z est une primitive de 1.
(3] fLH est une primitive de z"
@ ./ est une primitive de

7
@ 2 est une primitive de %

@ — cos(z) est une primitive de sin.

@ sin(z) est une primitive de cos(z).
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Primitives élémentaires

@ c est une primitive de 0.
® 1z est une primitive de 1.
(3] fLH est une primitive de z"
@ ./ est une primitive de

7
@ = est une primitive de %
—cos( ) est une primitive de sin.
@ sin(z) est une primitive de cos(z).
© tan(z) est une primitive de 1 + tan?(z).
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Propriétés des primitives

Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui
admettent des primitives sur [a; b]. Alors
© [ kf(x)dv =k [ f(x)dr, Vk € R
Ex: [32%dz =3 [2%dz = 3%3 =13
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Propriétés des primitives

Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui
admettent des primitives sur [a; b]. Alors
O [ kf(2)de = k [ f(2)de, Vk € R
Ex: [32%dz =3 [2%dz = 3%3 =23
@ [((0)+g()de = [f@)do+ [ga)ds
Ex: [(a? +4a)de = [2?de + [dwds = 5 +4% = 2 + 227,
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Propriétés des primitives

Soient f : [a; b] — R et g : [a; b] — R deux fonctions qui
admettent des primitives sur [a; b]. Alors
© [ kf(x)dv =k [ f(x)dr, Vk € R
Ex: f3x2dx =3 [2?dz = 3%3 =13

gf (2))dz = [ f(z)dz + [ g(x) ,
f(a: +4I)d$—fx2dx+f4a:dx— AT =292
f (f(z) = g(x))dz = [ f(z)dz — [ g(z)

»

Ex: [(§—e")de=[3 dm—fe‘”dx—i%—ex:fli—ez.
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Propriétés des primitives

T z)dz = g(f(x)), puisque
) = g’(f(x )f'(z) — Régle de la chaine.
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Propriétés des primitives

0 [(g(f(x)f (= )d = g(f(2)), puisque
[(E( (2))) = ¢ (f(x))f'(z) — Regle de la chaine.

* [(2? —3)*2zdz = @
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Propriétés des primitives

0 [(J(f(x

f(@))f (z)dz = g(f(x)), puisque
(g ( () =4 (f(x ) '(z) — Régle de la chaine.

* [(2? —3)*2zdz = 7(12;3)5
J

($2 _ 3)4£de — %(ngf’)s — (9521—03)5
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Propriétés des primitives

ej(/ Z’f/

f(2))f'(z)dz = g(f(z)), puisque
(g ( () =4 (f(x ) '(z) — Régle de la chaine.

(2% — 3)*2zdx = @

(582 Yizdr = 1 (2-3)° _ (a%=3)°
2, 5 0

cos(z 73;4 dz = L sin(z?)
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Propriétés des primitives

0 [(g(f(x)f (= )d = g(f(2)), puisque
[(E( () =4 (f(x ) '(z) — Régle de la chaine.

* [(2? —3)*2zdz = 7(12;3)5
* [(z%—3)'zdz = %(ngg)s = (9”21_03)5
* [cos(z )7x4da: = Lsin(z?)

* [cos(sin(z®)) cos(2%)ztdx = M
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Exercice

Exercice : Trouver les primitives suivantes.
® [(2' — cos(z))dz
(0] fﬂ'e:‘dx

o/ <ZZ=0 xk) dx
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@® Méthodes pour le calcul de primitive
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odes pour déterminer une primitive

O S'agit-il d’une primitive élémentaire?
Exemple: f2 dr = /.
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Méthodes pour déterminer une primitive

O S'agit-il d’une primitive élémentaire?
Exemple: le dr = /.
® Peut-on utiliser les propriétés des primitives?
ExempIeS'
o f 2 —2 da:—f3ar2dx—f2dx—3fx2d:c—2fldx—
? — 2z =% -2z
* [ —cos(cos(z))sin(z)dz = [ cos(cos(z))(— sin(z))dz =
| cos(cos(z)) cos’(z)dz = sin(cos(z))
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Méthodes pour déterminer une primitive

O S'agit-il d’une primitive élémentaire?
1
Exemple: f2 dr = /.

® Peut-on utiliser les propriétés des primitives?
Exemples:
° [(322—2 da:—f3ar2dx—f2dx—3fx2d:c—2f1d:zt—
3% —2r=21° 27
* [ —cos(cos(z))sin(z)dz = [ cos(cos(z))(— sin(z))dz =
| cos(cos(z)) cos’(z)dz = sin(cos(z))
@ Peut-on récrire f(z) pour simplifier le calcul?
Exemple: [ ﬁdm = f(%z + 5)de = [(z+ F)do =

2 $2
Jode+2 [ Ldo=% +2(-1)=2 -2
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Méthodes pour déterminer une primitive: Par parties

@ Lorsque nous avons affaire a une primitive qui contient un
produit de deux fonctions et que les méthodes précédentes ne
fonctionnent pas, nous pouvons utiliser le théoréme suivant:

Théoreme

Soit f et g deux fonctions dérivables sur [a; b], telles que f et ¢’
soient continues sur [a; b]. Alors

[ 1@gta)ds = f@)9(a) - [ 1) 2)da(C)
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Méthodes pour déterminer une primitive: Par parties

Calculons [ zsin(z)dz. On choisit de poser f'(z) = sin(z) et
o

g(z) = x, et 'on obtient f(z) = —cos(z) et ¢’(z) =1, d’ou

/ vsin(z)dz = — cos(z)z — / 1(— cos(z))ds

= —zcos(z) + /cos(ac)dz = —zcos(z) + sin(z)

On vérifie bien que (—z cos(z) + sin(z))’ = zsin(z).

Université de Geneve
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Méthodes pour le calcul de primitive
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odes pour déterminer une primitive: Par parties

Remarque

e | a difficulté consiste a faire le bon choix pour décider qui joue
le role de f'(x) et de g(z) dans le produit, le but étant
d'aboutir a un calcul de primitive plus simple.

® || est parfois nécessaire de procéder a plusieurs intégrations
par parties successives.
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Par parties : exercices

e Exercice 1 : Tenter la méthode par parties pour trouver une
primitive de zsin(z), en posant cette fois-ci g(z) = sin(z) et
f'(z) = z. Ce choix est-il plus optimal que celui de |'exemple
précédent ?

e Exercice 2 : Déterminer, en utilisant la méthode par parties,

les primitives de la fonction ze3?.

Rappel : La méthode par parties consiste a trouver une primitive
d'un produit de deux fonctions. On choisit un facteur comme
étant g(z) et I'autre comme f’(z). Puis appliquer la formule

/ F@)9(#)ds = F(z)g(z) — / f(2)d (@) de

Le choix de f'(z) et g(z) est crucial, car le but est de simplifier le
calcul, en choisissant de sorte que [ f(z)¢'(z)dz soit simple.
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Méthodes pour déterminer une primitive: Par substitution

® L'intégration par substitution découle de la regle de la dérivée
de la composée de deux fonctions. Soit G une primitive de g.

(G () = g () ()
/ o (2)f (2)di = G(f(2)) + ¢

[ atr@nr @i = [ 6ot = fia)

On peut donc retenir la liste des substitutions a effectuer:
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Méthodes pour déterminer une primitive: Par substitution

Exemples

[ sin?(z) cos(z)dz par substitution:
On se rend compte que

g(z) =2*, f(z) =sin(z), f'(z)= cos(x)
On substitue donc

sin(z) = ¢, cos(z)dr = dt, t=sin(z)

1 1
/sinQ(:L') cos(z)dr = /tzdt = gtg +c= 3 sin®(z) + ¢

Université de Geneve

17 / 26

Calcul différentiel 2: Primitives
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Par substitution : exercices

e Exercice 1 : Trouver une primitive de cos(e”)e”.

cos(z)

e Exercice 2 : Trouver toutes les primitives de —~=2.
sin(z)+2

Rappel : La méthode par subsitution consiste a trouver une prim-
itive d'une fonction de la forme g(f(z))f'(z). Il s'agit de la régle
de la chaine, mais dans |'autre sens. Il faut donc :
e |dentifier qui est g(z), f(z) et f'(z).
® Puis, poser f(z) =t et ainsi f'(z)dz = dt. On se retrouve
donc a chercher une primitive de ¢(t).

¢ Finalement, on remplace tous les ¢ par f(z) et le tour est
joué.
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Interprétation géométrique
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Interprétation géométrique

Soient la courbe C' d'équation y = f(x), ot f(x) > 0 pour tout z,
et 1y une constante fixée. Alors, I'aire A(z) délimitée par la courbe
C, I'axe des abscisses et les droites verticales passant par zy et
est une fonction de paramétre z qui est une primitive de f(z),
c'est-a-dire A'(z) = f(z)
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Interprétation géométrique
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Exemple de I'interprétation géométrique

Considérons la fonction f(z) = 2z sur R;. Soit zp = 0. Dans cet
exemple, la fonction A est donnée par A(x) = z2. On remarque
ainsi bien que A'(z) = f(z) sur Ry.
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Exercices

Exercice : Trouver les primitives suivantes.
® [In(z)dz
@ [
(3) fx26$3dx
0 [ ¢’ cos(z)dz

Université de Genéeve

Calcul différentiel 2



Questionn
[ Jele)

@ Questionnaires

Calcul différentiel 2: Primitives



Questionnaires
oeo

Sondage Wooclap

e Allez sur wooclap.com Code
d'événement

Entrez le code d'événement dans LQ AYQY

le bandeau supérieur
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Evaluation de la séance
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