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Déf

tion (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant &tre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.
— —
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Définition (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant étre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.

Exemples

® Tous les nombres entiers sont pairs.

Université de Genéve

Logique et ensembles 5/59

D n (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant &tre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.

Exemples

® Tous les nombres entiers sont pairs. (F’)
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D n (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant étre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.

Exemples

® Tous les nombres entiers sont pairs. (F')

® Si z est un nombre réel strictement négatif, alors —x est
strictement positif.
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Définition (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant &tre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.

® Tous les nombres entiers sont pairs. (F)

® Si z est un nombre réel strictement négatif, alors —x est
strictement positif. (V)
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D n (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant étre vrai (V) ou faux (F') sans ambiguité.

Exemples

® Tous les nombres entiers sont pairs. (F')

® Si z est un nombre réel strictement négatif, alors —x est
strictement positif. (V)

® Roger Federer est le plus grand joueur de tennis de tous les
temps. ——
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Définition (Assertion mathématique)

Une assertion mathématique est un énoncé syntaxiquement correct
pouvant étre vrai (V') ou faux (F) sans ambiguité.

Tous les nombres entiers sont pairs. (F)

Si - est un nombre réel strictement négatif, alors — est
strictement positif. (V)

Roger Federer est le plus grand joueur de tennis de tous les
temps. (Pas une assertion !)

Université de Genéve
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Définition (Négation)

La négation d'une assertion mathématique P est une assertion vrai
quand P est fausse, et inversement. La négation de P est notée
=P

Définition (Négation)

La négation d'une assertion mathématique P est une assertion vrai
quand P est fausse, et inversement. La négation de P est notée

-P

® - (z est un nombre premier)

Université de Genéve
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Définition (Négation)

La négation d'une assertion mathématique P est une assertion vrai
quand P est fausse, et inversement. La négation de P est notée
=P

® - (z est un nombre premier) <= x est un nombre composé

Définition (Négation)

La négation d'une assertion mathématique P est une assertion vrai
quand P est fausse, et inversement. La négation de P est notée

-P
Exemples
® - (z est un nombre premier) <=> x est un nombre composé
® — (Tous les nombres entiers sont paires) 7 Tow & nmg!-ru P;-\)/%/rj &;r\) f‘vyﬂlla\r
2. 1€0xgb ctn ~orbre tnkisr poif

(3- @ﬂ a’“f »gJ v\mufh\/ .Dnrlr/ Fon / VTN

Logique et ensembles
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Définition (Négation)

La négation d'une assertion mathématique P est une assertion vrai
quand P est fausse, et inversement. La négation de P est notée

-P
Exemples
® - (z est un nombre premier) <=> x est un nombre composé

® — (Tous les nombres entiers sont paires) <= |l existe des
nombres entiers impaires

Université de Genéve
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L'implication

Le symbole mathématique "=" se traduit en francais par :
Si condition(s), alors conséquence(s)

Q‘ X JJL o/:wu»% /» 4 , alas il a/l o//wu% /‘r3 (F /
L”k 2 D]x

® &tre mathématicien-ne (A) = étre humain (B)

® |l pleut (A) = La route est mouillée. (B)

Université de Genéve

Logique et ensembles

A>0
8 24

Définition (réciproque)

La réciproque de "A = B" est "B = A". ¥ |x)

® La réciproque de "Si f est une fonction dérivable, alors f est
continue" est "Si f est continue, donc f est dérivable"

r

Université de Genéve

14 /59

Lo

Définition (équivalence

On dit que deux assertions A et B sont équivalentes, noté . @ vy
A < BsiA= BetB= A —_— —_—
" <= 7 se traduit en fragais par "si et seulement si", abrégé "ssi".

-

Université de Genéve
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Logique

équivalence

E

e Va=y = a=y’

Université de Ger

Logique et ensembles 16

L'équivalence

N

® Tous les nombres entiers positifs différents de 1 ne sont pas
premiers <= |l existe au moins un nombre entier positif qui
a un autre diviseur que 1 et lui-méme.

Logique et ensembles

(72/2/ L(/ WL
@ Theorie des ensembles W
\ 7y T/
(333
11/7/7)_: Z 5,2, 7]

=y vf

Université de Genéve
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@ Théorie des ensembles
Ensembles

Ensembles

Définition (Ensemble)

Un ensemble est une collection non-ordonnée d'objets distincts.
© On appelle un objet x contenu dans un ensemble E un
élément, et on écrit "z € E" pour x est un élément de £
® Nous appelons I'ensemble qui ne contient aucun élément

I'ensemble vide, noté W/ £

E—— .
°’E'= Su.u.b;’).r}:{E.k.z'}:{b.u.r} @ = { '3( OlGW/ésl_\fa)]

(S

mais d ¢ L/ —

o N=1{0,1,2,3,4,5,..} y Z = i ] 0,/,1,‘“'{ ; n /'7

Université de Ger
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Création d'ensembles

Lors que I'on doit décrire un ensemble, nous pouvons
@ Enumérer tous les éléments de I'ensemble entre "{}"

@ Donner une régle qui permet de trouver comment construire
les éléments de I'ensemble

Exemples

® "ensemble des nombres naturels plus petits ou égaux a 3"

={0,1.2,3} = { naturel : = < 3}

® "les solutions réelles de I'équation cos

(. g ==

. HB i I* i g £ &P / l C-Z)

Quantificateurs

Soit E un ensemble. N2u5 abrégeons souvent : L
® 'tel que" pargL,;_ou_lL //9“ éuho(’v,/;‘m f,,, 2 & -”‘7;"’?

- "L'ensemble des nombres naturels diwstespar=!
_—

{z e Niz est p
- "["ensemble des nombres réels né " <= {zeR:z2<0}
_ —_—
——

s nowbres e m/f% M - ikéﬂ

Quantificateurs

Soit E un ensemble. Nous abrégeons souvent :

® "tel que" par tq, : ou |

- "L'ensemble des nombres naturels par 2" <=
{reN:z
- "L'ensemble des nombres réels " <= {reR:z<0}
e "il existe" par 3 :
- "Il existe un nom plus petit que 2" <=

22

Logique et

uantificateurs

Soit E un ensemble. Nous abrégeons souvent :

® "tel que" par tq, : ou |

- "L’ensemble des nombres naturels ¢ bles par 2" <
{reN:zes
- "L'ensemble des nombres réels né " <= {reR:z<0}

o | existe" par 3 :
- "Il existe un bre urel plus petit que 2" <=

3. L B2
e "pour tout" parV :
- "Tout nombre entier est divisible par 3" <= ¥ ,x/3 €L
—

B / A(31x)

e, 3lr)
Négation des quantificateurs

3, Mx
& 9*6/1/%3{;(

Pour E un ensemble et A(x) une assertion qui dépend des
éléments x de E, on a:

A(z)) <= (Jz € E,-A(z))
A(z)) <= (Vz € E,-A(z))

Exemples

e ~(EreNa<?) «? VreM, X2
e (Ve eZxeN) «? 3)(,:3/ XM

~(re)

Université de Genéve
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Négation des

Pour E un ensemble et A(x) une assertion qui dépend des
éléments x de E, on a:

® ~(Vz € E,A(z)) < (3z € E,~A(x))
® ~(dz € E,A(z)) < (Vz € E,-A(x))

Exemples

¢ 2(JzeN:2<2) 2
® ~(VzeZ:zeN) <7

Université de Genéve

Logique et ensembles 2

Négation des ificateurs

Pour E un ensemble et A(z) une assertion qui dépend des
éléments z de E, on a:

e ~(Vz € E,A(z)) <= (3z € E,~A(z))
e ~(3z € E,A(z)) < (Vz € E,-A(z))

¢ (JzeN:2<2) 2
¢ ~(VzeZ:zeN) <

Logique et ensembles

@ Théorie des ensembles

Exercices |

"qoh?J

© Traduire les énoncés suivants en frangais
* {reQ:z<3}
* {2nk:keZ}
* {ueR: f(u) =0}
® {recR:3ueNtelquez=5-u}
@ Traduire les énoncés suivants en écriture mathématique
® L’ensemble des entiers compris entre 3 et 7
® Les solutions de I'équation cos(z?) = 0.5
® Les diviseurs communs de 5 et 6
® Tous les points du plan (= R?) qui appartiennent au cercle C
et au cercle Cy

Logique et ensembles

@ Théorie des ensembles

Opérations ensemblistes

Université d
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Sous-ensembles

Définition (Inclusion)

Soient A et B deux ensembles. A est inclus dans B, noté A & B,
siz € A = x € B. On dit que A est un sous-ensemble de B.

Exemples

e {chat, poisson} C {poisson, chien, chat}
* NCZCQCR
*[0,1]¢ZN

Université de Genéve
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Les intervalles dans R

Un intervalle est un sous-ensemble de R comprenant tous les

éléments délimités par deux nombres réels, iz fi

fisisii 5 noté :
® [a,b ={zeR|s 2
® (a,b)={z R}« »

i} est dit un inte

est dit e

Les intervalles dans R

On généralise cette notation aux ensembles de réels inférieurs ou
supérieurs a une valeur a :
® [a,00) = {z € R|z > a} les réels plus grands que a
® (a,0) = {z € R|z > a} les réels strictement plus grands que
a
® (00,a] = {z € R|z < a} les réels plus petits que a
® (00,a) = {z € R|z < a} les réels strictement plus petits que a

Université de Genéve
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Théoréeme

Soient M, N et P trois ensembles. Alors on a:
e McM
e M=N<+= MCNeNCM
* PCNetNCM = PCM

Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux ensembles. On définit et on note:

:de Aet Bpar AL ={zecAouzc B}

n de A et B par Z={reAetxzec B} ie.
les éléments de A qui sont aussi dans B

® 3 Giiter = de A et B par
ME={zecA:x¢B} ie i sine sont
pse dans £, Dans le cas ou B est un sous-ensemble de A, la
différence ensembliste A\ B est aussi appelée le
complémentaire de B dans A, noté « ¥

Exemples

e NU{..,—-2,-1,0}=2Z
e N\Q=0 cal INc x
. ((—x-“]ﬂZ)U"\{ffA

L0
A

Université de Genéve
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L'ensemble des parties

Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E est |'ensemble
dont les éléments sont les sous-ensembles de E, qu'on note P(E).

Pour

E = {a,b,c},P(E) = {0,{a}, {b},{c}.{a,b},{a.c},{b,c}, E} = :))(A)_

Université de Genéve
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Diagrammes ensemblistes

On peut illustrer ceci a I'aide de diagrammes:

Applications a |'étude de fonctions

Soient A et B deux ensembles et f : A — B une fonction.
@ A est appelé le domaine de définition, noté Dy

@ L'image de f est I'ensemble
Im(f) = f(A) ={y € B: 3z € A tel que f(x) =y}

Logique et ensembles

Exemples (Domaine d'une somme)

Considérons la fonctions f : A — R,z + /7 + 1. Essayons de
trouver le domaine de définition maximal de f dans les réels.

Application

Exemples ( aine d'une somme)

Nous remarquons que = + /T + % est définie en = € R si et
seulement si fi: 2 T et forx Ji le sont aussi.
Donc Dy = Dy, N Dy, = Ry NR* =]0, 00[= Rsg.

CAFE-S 2023 Page 9
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The

Application a I'étude de f¢

Remarque

Cela va de méme si f = f1 — fa et f = f1 * fo. Dans le cas
f=4Dy=Dy Dy \{z €R: fox) =0}

Université de Genéve

Logique et ensembles

Applications a |'étude de fo

Exemples (Compositi

de fonctions)

Considérons la fonction f : [, 7] — R,z + \/cos(z). Essayons
de trouver le domaine de définition de cette fonction.

Applications a |'étude de fonctions

Exemples (Composition de fonctions)

Nous savons que D\/ = R>0. Nous avons alors que = € Dy si et
seulement si cos(z) € D, /.. Cela est équivalent a demander que
cos(z) > 0. En regardant le cercle trigonométrique, on peut se
convaincre que cos est positif pour les angles compris entre —m /2
et /2, donc Dy = {x € [-m, 7] : cos(z) > 0} = [-7/2,7/2]

Université de Genéve

Logique et ensembles

41/59

@ Théorie des ensembles

Exercices Il

Exercice 1

Résolution ex1

Considérons les sous-ensembles de N : A = {1,2,3,4,5,6,7},

B={1,3,57}, C={24,6}, D={3.6} ©® BND={3}etCND={6}
@ Déterminer B D et C (1 D. @ BUD ={1,3,5,6,7} et CUD = {2,3,4,6}
@ Déterminer BUD et CUD. © (BNC)U(A\B)\C =0
© Déterminer (BN C) U (A\B)\C @ Ca(B) ={2,4,6}, Ca(C) = {1,3,5,7} et

e ; Ca(D) ={1,2,4,5,7}
© Déterminer les complémentaires dans A de B, C et D.

W dans Ade B = A\R

Université de Genéve Université de Genéve

Logique et ensembles 43/5
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Exercice 2

Compléter les assertions suivantes avec les symboles €,5, C et D
pour qu'elles soient vraies.

oN..Z
@R..Q
©{2}..N
©02..N
@0..{1,23}

@ {1,2} .. P({1,2,3})
@ P({1,2.3}) .. {1}}

Reésolution ex2

ONCZ
@®eROQ

© {2} c N
02N

e 0 {1,2,3}

6 (1.2} = P({1.2.3})
@ P((1.2.3)) > {{1}}

Exercice 3 Reésolution ex3

e
Déterminer, dans |0, 1], N puis dans R, le domaine de définition
maximum des fonctions suivantes : ® Dfjy =]0,1], Dfy = N\{0} et Dfr = R\{-v2,0,Vv2}
@ f:x— (da?+5/z)/(a® - 2) @® Dfjoy =|0.1[Dfy={0} et Dfg ={z eR:z <1}

@ f:x—/5/(1-x)

CAFE-S 2023 Page 11



© Preuves par récurrence

Assertion dépendante d'un paramétre

@ P(n) ="(2") =na""!,¥n e N”
@ P(n)="1+2+3+..+n="00 vn>1neN
© P(n) = x" est croissante pour tout n > 0,n € N”

Comment prouver ce genre d’assertions pour tout n 7

Logique et ensembles

Principe de I'induction mathématiques Py $n> & T

Considérons une assertion mathématique P : N — {V, F'} ©, FU"] l/
dépendant de n. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées : ¥n> kl 13((\’1) =3 P(n)
@ P(k) est vraie N gm;k, pln) v
@® Pour tout n >k, "P(n—1) = P(n)” est vraie
> &, “Pln—1) = Plw) b bea bez
alors P(n) est vraie pour tout n > k. [ | -1-F

NP
Une preuve par récurrence se construit donc en deux étapes : @‘}}\/@ e
® Le pas initial : nous prouvons que |'assertion est vraie pour
un certain entier k
® Le pas de récurrence : nous supposons que P(n) est vrai
pour tout n > k et montrons que, dans ce cas, P(n+ 1) est
aussi vraie

Prouvons par récurrence (et avec quelques propriétés des dérivées),

que

nY = pgn=1

Pas initial : P(1) ="
la dérivée de f en z
fle+h)— f(x) z+h—z 0

!(z) = li =1 =1=1
f(@) frasc h 0 h v

* Soit f: 2+ . Par la définition de

Pas de récurrence Supposons donc que P(n) est vraie. Nous
avons alors (")’ = nz"~!. Montrons donc que P(n + 1) est vraie

également en utilisant la propriété des dérivées d'un produit :
(f-9)(2) = f'(2)g(z) + f(2)g'(x)

(@™ = (a"-2) = (a") -z +(a") -2’ = na"K +a" = (n+1)2"

—s P edrsiad D=

Principe de I'induction mathématiques Principe de I'induction mathématiques
Soit n un entier naturel. Montrer par récurrence que: . . . Prouvons par récurrence (et avec quelques propriétés des dérivées),
(n+1) Considérons une assertion mathématique P : N — {V, F'} que
© la somme des premiers n entiers est égale L ie. dépendant de n. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées : Pn) : (") = na" 1
PO) = 142434 +n="0HD yos g © P(k) est vraie Pas initial : P(1) = "2’ = 17 Soit f : @ - . Par la deéfinition de
: 2 - @ Pour tout n >k, "P(n—1) = P(n)” est vraie la dérivée de f en =
n .
4= sin>1. alors P(n) est vraie pour tout n > k.
n-(n+1) n+1 - F(2) = lim fl@+h)— f(z) —1im © +h—z 110
©1+2n<3" sin>0. Une preuve par récurrence se construit donc en deux étapes : h—0 h h—0 h
Q2" <nlsin>4. ® Le pas initial : nous prouvons que |'assertion est vraie pour Pas de récurrence Supposons donc que P(n) est vraie. Nous
@ pour tout réel & > —1, (1+ )" > 1+ na, si n > 1 (inégalité un certain entier k avons alors (z")" = naz™~'. Montrons donc que P(n + 1) est vraie
de Bernoulli). ® Le pas de récurrence : nous supposons que P(n) est vrai également en utilisant la propriété des dérivées d'un produit :
o Fpy_y,sin>1 00 F, =2 +1estle pour tout n > k et montrons que, dans ce cas, P(n + 1) est
n-iéme nombre de Fermat. aussi vraie

Les exercices 1-2-3 seront corrigés.

Université de Genéve Université de Gent

Logique et ensembles el

© la somme des premiers n entiers est égale

n(n+1)
—

, e

Pn)="14+2+3+---+n= Vn>1".

=1 AS ]
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Logique et ensembles Logique et ensembles

@ la somme des premiers n entiers est égale
_n(n+1)

e A @M WAL 2 g e

Pn)="1+2+3+--+n=——7"Yn>1".

17 72 ):\\/l"‘f‘ e =N ol
@ e mibend @jﬁo?(m%:v SICRED \/\2,\/

oL+ 1 IS |
12723 n-(n+l) n+l o
Yos infrad - N T
7 172 711
i ]

ok
Zan KL SNE
Ves Ay votararm o | Sm/ff”/\] Hﬂ% £ o f 1 ) :,% ': Pﬁ'\)

;\(;-/‘I
Sonkeons Potr) = T 4 .+ T =
12 (1) (1 1) “tl +)

e ———
S L T
{',_¢4 < n . /

A2 A (1) (hﬁ)/h/M)« n+1 N/)(mz)

MP n < 2
2t A _ il 7 = ux i
h T (k\M)(p\m} ¢ (”\f/)(/fw’l) ﬂ\m) (ht2 )

n(n+1)
9

Correction: 1+2+3+---+n= sl

Pas initial : P(1) = 1 = 200,

Pas de récurrence : Fixons n > 1.Supposons maintenant que
P(n) est vraie, et montrons donc que P(n + 1) est vérifiée
également. Nous avons
Pn+1l)=1+2+..+(n+1)=14+2+..+n+(n+1)=
n(nt1)

M + (“ + 1) _ H(H+l);2(n+ﬂ _ (n+|)2(n+2)_

Et donc, par principe de récurrence, nous avons montré que P(n)
est vérifiée pour tout n € N, n > 1

Université de Geneve
54 /59

| il 1__—
Ceiicailois o4 om 4820 4F =amm =

1

i s 4 1
Notons P(n) I'assertion 15 + 55 + -+ AED) = et

Pas initial : On a bien {55 = 1 = 15 i.e. P(1) est vraie.

Pas de récurrence : Soit n > 1. Supposons que P(n) est vraie et
montrons donc que P(n + 1) est vérifiée également:

1 1 1 _ n_ 1
Tartetd n(n+1) + D) (nF2)rn+1 + m+D)(n+2)
P(n)
n(n+2) 1 n?42n+1 (n+1)?

=@ FD)(n+2) T EIeFD T DM — GEDmD)

Et donc, par principe de récurrence, nous montré que P(n) est
vérifiée pour tout n € N, n > 0.

CAFE-S 2023 Page 13



Correction: 1 +2n<3",sin>0

Pas initial : On a bien 1 +2-0=1=23"i.e. P(0) est vraie.
Pas de récurrence : Soit n > 0. Supposons maintenant que

P(n): 1+ 2n < 3" est vraie, et montrons donc que
Pn+1):1+2(n+1) < 3" est vérifice également. On a

1+2(n+1)=2n+3<6n+3=32n+1) < 3.3" =3+,
3
P(n)

Et donc, par principe de récurrence, nous avons montré que
P(n): 1+ 2n < 3" est vérifiée pour tout n € N, n > 0.

Université de Genéve

par récurrence

Correction: inégalité de Bernoulli (si le temps le permet)

Soit z > —1. Notons P(n) I'assertion (1+ z)" > 1+ nz.
Pas initial : P(1) est vraie puisque (1 +2)! =1+z=1+1-2.

Pas de récurrence : Soit n > 1 et supposons P(n) vraie. On a
alors

1+2)" =(1+z)(1+a)"
(1+2)(1+nz) =1+ (n+ 1)z +na?

h<w

n)
1+ (n+1)z.

P
>

Et donc, par principe de récurrence, nous avons montré que
P(n): (1+ x)™ > 1+ nx est vérifiee pour tout n € N, n > 1.

Logique et ensembles

Feedback

@ Feedback
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